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Contexte

■ Une thèse
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La fonction de densité au carrefour entre probabilités et 

analyse en terminale scientifique

Etude de la conception et de la mise en œuvre de tâches d’introduction 

articulant lois à densité et calcul intégral

Encadrée par Alain Kuzniak & Fabrice Vandebrouck, 

soutenue en novembre 2016



Mais avec les nouveaux programmes ?

■ Maths spécialité :

– *

– Disparition des lois à densité



Mais avec les nouveaux programmes ?

■ Maths expertes :

– Absence de calcul intégral / lois à densité



Mais avec les nouveaux programmes ?

■ Maths complémentaires :   



Problématique de la recherche
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Les lois à densité
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𝑃 𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏 = න
𝑎

𝑏

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 (∗)



Les lois à densité
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𝑃 𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏 = න
𝑎

𝑏
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Question de départ

Est-il possible de concevoir et de mettre en œuvre des problèmes 

d’introduction aux lois à densité qui permettent aux élèves de 

terminale S de construire conceptuellement la relation 

𝑃 𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏 = 𝑎
𝑏
𝑓 𝑥 𝑑𝑥 (∗) ?
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Liens entre trois objets mathématiques
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Liens entre trois objets mathématiques
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Le rôle central de la fonction de densité
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Comment introduire la fonction de 
densité dans les classes ?

■ Dans le programme  :

– Pas de proposition, mis à part pour la loi normale centrée réduite 

(théorème de Moivre Laplace)

■ Dans le document Ressources Probabilités et Statistique :

– Pas de proposition. Beaucoup centré sur le théorème de Moivre 

Laplace.

– Il est mentionné une approche différente par rapport à l’ancien 

programme, mais cette différence n’est pas explicitée.
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Comment introduire la fonction de 
densité dans les classes ?

■ Des propositions dans les manuels
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Comment introduire la fonction de 
densité dans les classes ?

■ Des propositions dans les manuels
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Exemple du manuel Indice
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Résultats sur l’étude des manuels

■ Des tentatives d’introduction

■ Un travail de visualisation essentiellement : courbe de 

densité toujours tracée (excepté une fois)

■ Peu de mobilisation du référentiel théorique
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Exemple du manuel Indice
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Exemple du manuel Indice
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Exemple du manuel Indice
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Résultats sur l’étude des manuels

■ Des tentatives d’introduction

■ Un travail de visualisation essentiellement : courbe de densité 
toujours tracée (excepté une fois)

■ Peu de mobilisation du référentiel théorique

■ Des erreurs  dans les représentations des histogrammes, qui 
empêchent la compréhension de la densité (histogrammes trop 
parfaits…)

■ Les propriétés caractéristiques de la fonction de densité 
imposées, n’émergent pas des activités

■ Différentes démarches, mais pas de modélisation
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Progression traditionnelle en calcul 
intégral

■ 1) Calculs d’aires sous des 

courbes de fonctions affines 

par morceaux

■ 3) Calculs d’aires à l’aide de 

primitives

■ 2) Calcul approché d’aires 

(méthode des rectangles…)

22



23

Des aires similaires
Calcul intégral Lois à densité

Calcul d’aires 

élémentaires

Calcul d’aires 

par 

primitivation

Calcul 

approché 

d’aires

Lois uniformes

Lois exponentielles

Lois normales



Pistes à explorer

Objectif de la recherche : Proposer une introduction de la notion de 

fonction de densité qui permette de lui donner plus de sens

■ Réponse à un problème

■ Statistique descriptive, données statistiques réelles

■ Histogramme mais une nouvelle première rencontre s’impose

■ Laisser les élèves chercher la fonction de densité (ajustement)

■ Exploiter les liens des niveaux des calculs d’aire (A1/A2/A3)
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Une ingénierie didactique collaborative

■ Travail collaboratif enseignant/chercheur

■ Avec des contraintes : que les séances proposées soient 

réalisables dans une classe « ordinaire » (sans conditions 

particulières)

– Contraintes de temps

– Contraintes de résultats

– Contraintes de proximité avec les habitudes de l’enseignante
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Idée générale de l’ingénierie
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Idée générale de l’ingénierie
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Plan de la séquence

Lois à densité (sans la loi normale) et calcul intégral (le cas des 
fonctions continues positives)

■ Des anticipations

■ Introduction : Deux problèmes de modélisation

– Problème 1 : le problème de la rencontre

– Problème 2 : le problème du volcan Aso

■ Cours / Exercices : sur les deux thèmes
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• Aire finie d’un domaine infini, longueur finie d’une ligne 

infinie (DM)

• Familiarisation avec les fonctions 

𝑥 ⟼ 𝑘𝑒−𝑘𝑥

• Variables aléatoires discrètes

• DM préparatoire : rappel sur les histogrammes ; notion de 

densité de fréquence ; première rencontre avec une 

variable aléatoire continue (loi uniforme sur un segment).



Le devoir maison préparatoire : la notion 
d’histogramme
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La densité de fréquence

• Analogie avec la densité de population
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Age Fréquence

[0 ; 3[ 0,03

[3 ; 6[ 0,03

[6 ; 11[ 0,05

[11 ; 18[ 0,06

[18 ; 25[ 0,11

[25 ; 40[ 0,27

[40 ; 55[ 0,19

[55 ; 65[ 0,11

[65 ; 80[ 0,10

[80 ; 105[ 0,05

Ensemble 1
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Age Fréquence

[0 ; 3[ 0,03

[3 ; 6[ 0,03

[6 ; 11[ 0,05

[11 ; 18[ 0,06

[18 ; 25[ 0,11

[25 ; 40[ 0,27

[40 ; 55[ 0,19

[55 ; 65[ 0,11

[65 ; 80[ 0,10

[80 ; 105[ 0,05

Ensemble 1
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Age Fréquence

[0 ; 3[ 0,03

[3 ; 6[ 0,03

[6 ; 11[ 0,05

[11 ; 18[ 0,06

[18 ; 25[ 0,11

[25 ; 40[ 0,27

[40 ; 55[ 0,19

[55 ; 65[ 0,11

[65 ; 80[ 0,10

[80 ; 105[ 0,05

Ensemble 1
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0,01

0,002



Définitions

• Dans ce cas, l’axe des ordonnées est bien la densité de 

fréquence (à constante multiplicative près).

• Dans le cas d’une variable quantitative « continue », on définit la 

densité de fréquence di d’une classe de fréquence fi et d’amplitude ai

par : 𝑑𝑖 =
𝑓𝑖

𝑎𝑖
.

• Un histogramme de fréquences est un diagramme composé de 

rectangles collés dont les aires sont proportionnelles aux fréquences et 

dont les bases sont déterminées par les intervalles des classes. 
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Le devoir maison préparatoire : la première 
rencontre avec une variable aléatoire continue

■ Conjectures

■ Simulations

■ Calculs théoriques
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La difficulté : probabilité nulle d’un 
événement non impossible

■ Raisonnement intuitif
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Les réponses 2017

p2 est infiniment petite, infime ,

𝒑𝟐 =
𝟏

∞

9 élèves

p2 est quasi-nulle, proche de 

zéro

3 élèves

𝒑𝟐 =
𝟏

12

9 élèves

𝑝2 = 0 𝑐𝑎𝑟 1/∞ 4 élèves

On ne peut pas calculer

La probabilité est infime mais 

pas nulle.

Je trouve 𝑝2 = 0 mais je n’y 

crois pas.

1 élève

3 élèves

1 élève
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Le devoir maison préparatoire : la première 
rencontre avec une variable aléatoire continue
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On a ensuite simulé, plusieurs fois, le tirage de 5 000 nombres réels dans l’intervalle 

[0 ; 12]. Voici plusieurs histogrammes obtenus :



Persistance 

■ Raisonnement théorique
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A la fin de ce DM

■ Des idées (plus) claires sur la notion d’histogramme (densité de 
fréquence)

■ Démarche : Passage par la simulation et la construction 
d’histogrammes

■ Rencontre avec une variable aléatoire différente de celles 
étudiées en première

■ Une rupture : la probabilité d’un événement qui n’est pas 
impossible peut être nulle.

■ Première rencontre avec une « courbe de tendance » dans le cas 
de la loi uniforme

– Aire sous la courbe égale à 1
calcul d’une probabilité par un calcul d’aire
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Problème 1 : le problème de la 
rencontre
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Enoncé donné aux élèves

Problème 1 : 

Karine et Olivier décident de se retrouver au café de l’Hôtel de 

Ville entre 7h et 8h. Ils peuvent arriver à tout moment entre 

7h et 8h. Que peut-on dire du temps d’attente du premier 

arrivé ? 
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Objectifs

■ S’engager dans une démarche de modélisation

■ Construire et comprendre ce qu’est une fonction de 

densité, en passant par les histogrammes de fréquence, 

dans le but de donner du sens au concept de fonction de 

densité. 

■ Arriver à un problème de calculs d’aires sous une courbe 

représentative d’une fonction affine (aires élémentaires).
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Déroulement

■ Dévolution du problème, recherche individuelle

■ Mise en commun : 

– non réalisme de la situation

– questions autour de la modélisation 

– notations, variables aléatoires continues sur [0;1] 

– remarques qualitatives

– choix d’un exemple

– proposition de faire une simulation, histogramme

■ histogrammes-tpsattente-10000
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histogrammes-tpsattente-10000.ggb


Histogramme d’amplitude 15 min
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Histogramme d’amplitude 0,05 
(demande des élèves)
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Tracé de courbe de tendance
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■ Discussion sur cette fonction : on doit tous avoir la même

 Quelles conditions sur cette fonction ?

𝑓 1 = 0

Et

Aire sous la courbe égale à 1.

Recherche de l’expression de 𝑓

𝑓 𝑥 = −2𝑥 + 2
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Application
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Pour le bilan

■ Pour la séance suivante : faire une synthèse du pb 1

■ L’enseignante a ensuite fait un bilan des synthèses 

individuelles (distribué au début de la séance suivante)
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Problème 2 : le problème du volcan Aso
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Objectifs

■ A partir de données réelles, créer un modèle probabiliste

■ Revenir sur la notion de fonction de densité (sur un 
ensemble non borné)

■ Arriver à un problème de calculs d’aires sous une courbe 
représentative d’une fonction non affine par morceaux

■ Evaluer l’aire sous une courbe quelconque
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Enoncé donné aux élèves

Problème  2 : Le volcan Aso, situé sur l’île de Kyushu au Japon, 

est l’un des volcans les plus actifs au monde. On possède un 

relevé précis de ses éruptions, régulièrement tenues depuis le 

XIIIe siècle. Dans le tableau ci-dessous, nous disposons de ces 

données pour la période allant du XIIIe au XXIe siècle. Nous 

nous s’intéressons  au temps écoulé, en années, entre deux 

éruptions successives.
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Donnée 

n° Année

Temps 

d'attente

Donnée 

n° Année

Temps 

d'attente

1 1229 38 1582 6

2 1239 10 39 1583 1

3 1240 1 40 1584 1

4 1265 25 41 1587 3

5 1269 4 42 1598 11

6 1270 1 43 1611 13

7 1272 2 44 1612 1

8 1273 1 45 1613 1

9 1274 1 46 1620 7

10 1281 7 47 1631 11

11 1286 5 48 1637 6

12 1305 19 49 1649 12

13 1324 19 50 1668 19

14 1331 7 51 1675 7

15 1335 4 52 1683 8

16 1340 5 53 1691 8

17 1346 6 54 1708 17

18 1369 23 55 1709 1

19 1375 6 56 1765 56

20 1376 1 57 1772 7

21 1377 1 58 1780 8

22 1387 10 59 1804 24

23 1388 1 60 1806 2

24 1434 46 61 1814 8

25 1438 4 62 1815 1

26 1473 35 63 1826 11

27 1485 12 64 1827 1

28 1505 20 65 1828 1

29 1506 1 66 1829 1

30 1522 16 67 1830 1

31 1533 11 68 1854 24

32 1542 9 69 1872 18

33 1558 16 70 1874 2

34 1562 4 71 1884 10

35 1563 1 72 1894 10

36 1564 1 73 1897 3

37 1576 12
56

Enoncé en 2016

(Ajout des éruptions de 1897 à nos 

jours)

Question : La dernière éruption du 

volcan Aso a eu lieu au cours du 

mois de septembre 2015. 

Comment évaluer la probabilité que 

la prochaine éruption ait lieu au 

cours de l’année 2030 ?

Enoncé en 2015

Question : (le 27 mars 2015) Le 

volcan Aso est actuellement en 

éruption.

Comment évaluer la probabilité que 

la prochaine éruption ait lieu :

a) Dans les 5 ans ?

b) Au cours de l’année 2030 ?
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Déroulement

■ Prise en main du problème ; les élèves travaillent en binôme.

■ Les élèves se proposent de faire un histogramme et commencent par 
regrouper les données en classe d’amplitude 4 ou 5 ans. Certains 
binômes ne choisissent pas des classes de même amplitude. 
L’objectif est clair pour eux : construire un histogramme pour trouver 
la fonction qui permettra d’évaluer la probabilité demandée.

■ La discussion s’effectue en groupe classe. Des élèves proposent des 
fonctions candidates. On rappelle les conditions que doit vérifier la 
fonction cherchée.
Un histogramme préparé par l’enseignant avec Géogebra permet de 
tester les propositions des élèves.
fichier géogebra
test-densite

■ Un consensus se fait pour le candidat :
𝑓 𝑥 = 0,1𝑒−0,1𝑥 définie sur 0;+∞

APMEP/Problème2-3/histogramme-aso-2016-v2.ggb
APMEP/Problème2-3/test-densité.ggb
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Réfutation des fonctions inverses
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Fonction candidate validée
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GeoGebra

■ GeoGebra_pb2_densite.ggb

■ Au final : calcul d’aires sous une courbe non affine 

 Avec GeoGebra

 Emergence du besoin de calculer des aires sous une 
courbe
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GeoGebra_pb2_densite.ggb


Le calcul d’aire

■ Déterminer la probabilité 𝑃 0 ≤ 𝑋 ≤ 20
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Déroulement : 

• Un temps long est laissé aux élèves pour proposer une 

méthode et obtenir un résultat.

• Méthodes classiquement proposées

a) Dénombrement des carreaux en dessous

b) Méthode dite de compensation par les élèves

c) Méthode des trapèzes

d) Méthode des rectangles

• La méthode des rectangles est alors institutionnalisée.

F:\APMEP\Problème2-3\Riemann-carré.ggb

file:///F:/APMEP/Problème2-3/Riemann-carré.ggb


68



69

Riemann-volcan.ggb

Riemann-volcan.ggb


Bilan sur les deux problèmes

Problème de la rencontre Problème du volcan Aso

• Emergence de la notion de fonction 

de densité

• Fonction de densité affine  Calcul 

d’aire de niveau A1

• PaD  SD (simulation)  PaD

• Réinvestissement des propriétés de 

la fonction de densité

• Fonction de densité exponentielle 

 Calcul d’aire de niveau A3

• SD  PaD (ajustement)
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Et la suite de la séquence ?

■ Plan du cours

■ Fiche exercices

■ progression-2015-2016

■ progression-2016-2017
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Plan du cours.pdf
APMEP/Plan du cours/exo-intégrales-2016.pdf
APMEP/Progressions/progression-2015-2016.pdf
APMEP/Progressions/progression-2016-2017-v2.pdf


Conclusion pour la recherche

■ Problèmes d’introduction réalisables en classe de terminale S

– Véritable construction du référentiel théorique

■ Inversion de l’ordre d’apparition des notions (lois à densité et 

calcul intégral)

■ Importance de la démarche de modélisation
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Limites de la recherche

■ Limites de l’expérimentation

■ Enseignante avec un profil particulier

■ Etablissement (milieu favorisé)

■ Suite aux JN APMEP 2016 et 2017, à une formation continue et à 
un travail collaboratif avec des enseignants de l’IREM de 
Strasbourg : de nouveaux enseignants expérimentateurs (profils 
différents d’établissements, d’enseignants…)

■ Bilan positif des collègues expérimentateurs (des ajustements à 
faire)
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La ressource en ligne

■ Projet GIS « Education et formation » (INSPE de Strasbourg)

■ Version 1.0

http://espe-

formation.unistra.fr/maths/co/00_ressource_maths_terminales.html

http://espe-formation.unistra.fr/maths/co/00_ressource_maths_terminales.html


Retour sur les nouveaux programmes

■ Maths complémentaires :   



Conclusion : quel avenir avec les 
nouveaux programmes ?

■ Cette séquence a un avenir en mathématiques 

complémentaires en terminale

■ La fonction de répartition est maintenant dans le 

programme : privilégier une introduction de la notion de 

fonction de répartition avant la notion de fonction de 

densité ?
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Merci pour votre attention

charlotte.derouet@espe.unistra.fr
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Diapo en plus
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Le calcul d’aire

■ En 2015 : Evaluer la probabilité 𝑃 0 ≤ 𝑋 ≤ 20

■ La classe se range à la proposition de l’enseignant à savoir 
commencé par calculer l’aire sous une courbe que l’on connaît 
« bien » : celle de la fonction carré.

■ Une courbe de la fonction carré est distribuée aux élèves avec 
pour consigne « évaluer la mesure de l’aire sous 𝐶𝑓 entre 0 et 1 »
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Démarche générale
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Histogramme d’amplitude 1 min
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APMEP/Problème1/histogrammes-tpsattente-10000-15min.ggb


Démarche générale
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Le programme
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Le manuel Hyperbole (2012)
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Le manuel Indice (2012)
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Le manuel Math’x (2012)
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Le manuel Transmath (2012)
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Synthèse donnée en 2017
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